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EVALUASI NUMERIK PENDUGA FUNGSI NILAI HARAPAN DAN 
FUNGSI RAGAM PROSES POISSON MAJEMUK DENGAN 
INTENSITAS EKSPONENSIAL FUNGSI LINEAR 
 
S. Utami1, I W. Mangku2, I G. P. Purnaba2 
Abstract 
Performances of estimators for the mean and variance functions of a 
compound Poisson process having intensity obtained as an exponential of 
linear function are investigated using Monte Carlo simulations. The intensity 
function of this process is assumed to be 𝑒𝑥𝑝(𝛼 + 𝛽𝑠) with 0 < 𝛽 < ∞, 
where 𝛽 is assumed to be known. In [8], estimators of the mean and 
variance functions of this process have been constructed and have been 
proved to be unbiased, weakly and strongly consistent. The objectives of this 
research are to check distributions of these estimators using Monte Carlo 
simulation and to check the convergence to 1 − 𝛼 of the probabilities that 
the parameters are contained in the confidence intervals constructed in [11]. 
Results of the research are as follows. Distribution of estimators for the 
mean and variance functions are approximately normal. For a given 
significance level 𝛼, the larger the size of observation interval, the closer the 
probabilities that the parameters are contained in the confidence intervals to 
1 − 𝛼. 
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Proses Stokastik merupakan proses yang dapat digunakan untuk 
memodelkan fenomena yang mengandung unsur ketidakpastian. Proses stokastik 
dibedakan menjadi dua, yaitu proses stokastik dengan waktu diskret dan proses 
stokastik dengan waktu kontinu. Salah satu proses stokastik dengan waktu kontinu 
adalah proses Poisson. Proses Poisson merupakan proses pencacahan dimana 
banyaknya kejadian pada sebarang interval waktu merupakan peubah acak 
Poisson. Proses Poisson dapat dibedakan menjadi proses Poisson homogen yang 
fungsi intensitasnya merupakan fungsi konstan (tidak bergantung pada waktu) dan 
proses Poisson nonhomogen yang fungsi intensitasnya bergantung pada waktu.  
Proses Poisson majemuk adalah salah satu bentuk khusus dari proses 
stokastik yang memiliki banyak manfaat dalam memodelkan fenomena yang 
terjadi, seperti pada bidang asuransi dan keuangan [2], fisika [3], dan geologi [7]. 
Kajian tentang proses Poisson majemuk yang banyak dilakukan menggunakan 
proses Poisson homogen. Apabila ada suatu kejadian yang memiliki peluang lebih 
besar terjadi pada suatu inverval waktu yang berlainan, maka  asumsi penggunaan 
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proses Poisson homogen tidak tepat. Untuk kasus ini sebaiknya digunakan proses 
Poisson nonhomogen, yaitu proses Poisson yang fungsi intensitasnya bergantung 
dari waktu.   
 Kajian terhadap proses Poisson majemuk dengan fungsi intensitas 
komponen Poissonnya berupa fungsi nonhomogen sangatlah luas. Pada Ruhiyat 
[9] diteliti tentang pendugaan fungsi nilai harapan pada proses Poisson periodik 
majemuk. Kemudian pada Mangku [5] dilakukan modifikasi terhadap penduga 
fungsi nilai harapan yang disusun pada Ruhiyat [9] agar  bisa ditentukan 
pendekatan asimtotik bagi bias dan ragamnya. Pada Makhmudah [4] diteliti 
tentang pendugaan fungsi ragam proses Poisson periodik majemuk. Pada Wibowo 
[12] diteliti tentang pendugaan fungsi nilai harapan proses Poisson periodik 
majemuk dengan tren linear. Pada Abdullah [1] diteliti tentang pendugaan fungsi 
ragam proses Poisson periodik majemuk dengan tren linear. Pada Prasetya [8] 
diteliti tentang pendugaan fungsi nilai harapan dan fungsi ragam proses Poisson 
majemuk dengan intensitas proses Poisson berbentuk eksponensial fungsi linear. 
Karya ilmiah ini merupakan kelanjutan dari penelitian Prasetya [8] yang 
difokuskan pada kajian numerik sebaran asimtotik penduga dan interval 
kepercayaan fungsi nilai harapan dan fungsi ragam proses Poisson majemuk 
dengan intensitas eksponensial fungsi linear, yang teorinya telah dikaji pada [11]. 
Hasil penelitian terkait juga dapat dilihat pada [6] dan [10]. Tujuan dari penelitian 
ini adalah mengamati sebaran penduga fungsi nilai harapan dan fungsi ragam 
proses Poisson majemuk dengan intensitas eksponensial fungsi linear untuk kasus 
panjang interval waktu pengamatan terbatas menggunakan simulasi Monte Carlo 
dan mengamati kekonvergenan ke 1 − 𝛼 dari peluang parameter tercakup pada 




Penelitian ini dilakukan dengan alur seperti ditunjukkan pada Gambar 1.  
Fokus utama penelitian ini adalah kajian simulasi untuk mengamati sebaran 
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Gambar 1  Kerangka pikir penelitian 
 
HASIL DAN PEMBAHASAN 





Misalkan {𝑁(𝑡), 𝑡 ≥ 0} adalah suatu proses Poisson nonhomogen dengan 
fungsi intensitas 𝜆 yang terintegralkan lokal dan tidak diketahui. Selanjutnya, 
fungsi intensitas 𝜆 diasumsikan berbentuk eksponensial dari fungsi linear sebagai 
berikut 
  𝜆(𝑠) = exp(𝛼 + 𝛽𝑠) 
 = exp(𝛼) exp(𝛽𝑠) 
 = 𝛾 exp(𝛽𝑠),         (1) 
dengan 𝛾 = exp⁡(𝛼) dan 0 < 𝛽 < ∞, di mana 𝛽 diasumsikan diketahui. Misalkan 
{𝑌(𝑡), 𝑡⁡ ≥ 0} adalah proses Poisson majemuk, yaitu  
  𝑌(𝑡) = 𝑋1 + 𝑋2 +⋯+ 𝑋𝑁(𝑡) = ∑ 𝑋𝑖
𝑁(𝑡)
𝑖=1 ,          (2) 
dimana {𝑋𝑖, 𝑖 ≥ 1} adalah barisan peubah acak taknegatif yang independent and 
identically distributed (i.i.d) dengan nilai harapan 𝜇1 < ∞ dan ragam 𝜎1
2 < ∞, 
yang juga bebas terhadap proses {𝑁(𝑡), 𝑡⁡ ≥ 0}.  
Fungsi nilai harapan dan fungsi ragam dari 𝑌(𝑡) adalah sebagai berikut 
 𝜓(𝑡) = 𝐸(𝑌(𝑡)) = 𝐸(∑ 𝑋𝑖
𝑁(𝑡)
𝑖=1 ) = 𝐸(𝑁(𝑡))𝐸(𝑋1)         (3)  
dan 
 𝑉(𝑡) = 𝑉𝑎𝑟(𝑌(𝑡)) = 𝑉𝑎𝑟(∑ 𝑋𝑖
𝑁(𝑡)
𝑖=1 ) = 𝐸(𝑁(𝑡))𝐸(𝑋1
2),        (4)  
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dengan 
  𝐸(𝑁(𝑡)) = 𝐸(𝑁[0, 𝑡]) = 𝑉𝑎𝑟(𝑁(0, 𝑡))  










.                            (5) 
Berdasarkan persamaan (1), (2), (3), (4), dan (5), fungsi nilai harapan dan 









(exp⁡(𝛽𝑡) − 1)𝜇2,         (7) 
dengan 𝜇1 = 𝐸(𝑋1)⁡dan 𝜇2 = 𝐸(𝑋1
2). 
Untuk menduga fungsi nilai harapan 𝜓(𝑡) dan fungsi ragam 𝑉(𝑡)⁡pada 
persamaan (6) dan (7) diperlukan 3 penduga, yaitu penduga 𝛾, penduga 𝜇1, dan 
penduga 𝜇2. 




𝑁([0, 𝑛]),         (8) 
dengan 𝛾𝑛,𝛽 = 0 saat 𝑁([0, 𝑛]) = 0. Penduga bagi 𝜇1 dapat dirumuskan sebagai 
berikut 





𝑖=1 ,        (9) 






𝑖=1 ,      (10) 
dengan ?̂?2,𝑛 = 0 saat 𝑁([0, 𝑛]) = 0.  
Dari persamaan (8), (9), dan (10), diperoleh penduga bagi fungsi nilai 




(exp(𝛽𝑡) − 1)?̂?1,𝑛             (11) 
dan  
  ?̂?𝑛,𝛽(𝑡) =
?̂?𝑛,𝛽
𝛽
(exp(𝛽𝑡) − 1)?̂?2,𝑛,                  (12) 
dengan  ?̂?𝑛,𝛽(𝑡) = 0 dan ?̂?𝑛,𝛽(𝑡) = 0 saat 𝑁([0, 𝑛]) = 0. Perumusan penduga ini 
dapat juga dilihat pada [8]. 
 
 Beberapa Hasil Teknis 
 
Nilai harapan penduga  
Misalkan fungsi intensitas 𝜆 memenuhi persamaan (1) dan terintegralkan 




(exp(𝛽𝑡) − 1)𝜇1 = 𝜓(𝑡)                                            (13) 
dan 




(exp(𝛽𝑡) − 1)𝜇2 = 𝑉(𝑡).                                            (14) 
Jadi ?̂?𝑛,𝛽(𝑡) merupakan penduga takbias bagi 𝜓(𝑡) dan ?̂?𝑛,𝛽(𝑡) merupakan 
penduga takbias bagi 𝑉(𝑡). Buktinya dapat dilihat pada [8]. 
 
Nilai ragam penduga  
Misalkan fungsi intensitas 𝜆 memenuhi persamaan (1) dan terintegralkan  















.                 (16) 
Karena ?̂?𝑛,𝛽(𝑡) dan ?̂?𝑛,𝛽(𝑡) adalah penduga takbias, maka MSE(?̂?𝑛,𝛽(𝑡)) =




Sebaran Asimtotik Penduga Fungsi Nilai Harapan dan Fungsi Ragam  
 
 Berikut disajikan sebaran asimtotik penduga fungsi nilai harapan dan 
fungsi ragam proses Poisson majemuk dengan intensitas eksponensial fungsi 
linear. 
 
Sebaran asimtotik ?̂?𝒏,𝜷(𝒕) 
 Misalkan fungsi intensitas 𝜆 memenuhi persamaan (1) dan terintegral 
lokal. Jika 𝑌(𝑡) memenuhi persamaan (2), dan 𝜇2 = 𝐸(𝑋1
2) < ∞, maka 
(exp(𝛽𝑛) − 1)
1





(exp(𝛽𝑡) − 1)2𝜇2),       (17) 
untuk 𝑛 → ∞. Buktinya dapat dilihat pada [11]. 
 
Sebaran asimtotik ?̂?𝒏,𝜷(𝒕)⁡ 
Misalkan fungsi intensitas 𝜆 memenuhi persamaan (1) dan terintegral 
lokal. Jika 𝑌(𝑡) memenuhi persamaan (2) dan 𝜇4 = 𝐸(𝑋1
4) < ∞, maka 
(exp(𝛽𝑛) − 1)
1





(exp(𝛽𝑡) − 1)2𝜇4),     (18) 
untuk 𝑛 → ∞. Buktinya dapat dilihat pada [11]. 
 
 
Interval Kepercayan Fungsi Nilai Harapan dan Fungsi Ragam 
 
 Untuk merumuskan interval kepercayaan fungsi nilai harapan dan fungsi 
ragam proses Poisson majemuk dengan intensitas eksponensial fungsi linear 
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diperlukan sebaran asimtotik ?̂?𝑛,𝛽(𝑡) dan ?̂?𝑛,𝛽(𝑡) sehingga diperoleh interval 
kepercayaan dengan tingkat kepercayaan 1 − 𝛼 bagi 𝜓(𝑡) dan 𝑉(𝑡), sebagai 
berikut 
 
Interval kepercayaan untuk 𝝍(𝒕)  
 Untuk suatu taraf nyata 𝛼 dengan 0 < 𝛼 < 1, interval kepercayaan bagi 
𝜓(𝑡) diberikan oleh  




























),    
(19) 
dengan Φ menyatakan fungsi sebaran normal baku ([11]). 
 
Interval kepercayaan untuk 𝑽(𝒕)  
 Untuk suatu taraf nyata 𝛼 dengan 0 < 𝛼 < 1, interval kepercayaan bagi 
𝑉(𝑡) diberikan oleh 




























),    
(20) 
dengan Φ menyatakan fungsi sebaran normal baku ([11]). 
 
Kekonvergenan Peluang Parameter Tercakup pada Interval Kepercayaan 
 
Kekonvergenan peluang 𝝍(𝒕) ∈ 𝑰𝝍,𝒏  
 Untuk interval kepercayaan 𝐼𝜓,𝑛 bagi 𝜓(𝑡), diperoleh 
 𝑃(𝜓(𝑡) ∈ 𝐼𝜓,𝑛) → 1 − 𝛼,          (21)  
 untuk 𝑛 → ∞. Buktinya dapat dilihat pada [11]. 
 
Kekonvergenan peluang 𝑽(𝒕) ∈ 𝑰𝑽,𝒏 
Untuk interval kepercayaan 𝐼𝑉,𝑛 bagi 𝑉(𝑡),  diperoleh  
 𝑃(𝑉(𝑡) ∈ 𝐼𝑉,𝑛) → 1 − 𝛼,         (22) 




 Untuk mengamati perilaku penduga untuk kasus panjang interval 
pengamatan terbatas [0, 𝑛] untuk 𝑛 = 5, 15, dan 25, dilakukan simulasi dengan 
bantuan perangkat lunak R dan Scilab. Dalam simulasi ini, ditentukan 200 
penduga bagi fungsi nilai harapan dan 200 penduga bagi fungsi ragam.  
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Simulasi Kenormalan Asimtotik 
Dengan menggunakan data bangkitan yang berdistribusi Poisson yang 
diamati pada interval waktu pengamatan terbatas, dipilih nilai 𝑎 = 0.5, 𝑏 = 0.1, 








Gambar 3   Sebaran asimtotik ?̂?𝑛,𝛽(𝑡) pada interval pengamatan [0,15] 
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Gambar 4  Sebaran asimtotik ?̂?𝑛,𝛽(𝑡) pada interval pengamatan [0,25] 
 
 
Gambar 5  Sebaran asimtotik ?̂?𝑛,𝛽(𝑡) pada interval pengamatan [0,5] 
 
 
Gambar 6  Sebaran asimtotik ?̂?𝑛,𝛽(𝑡) pada interval pengamatan [0,15] 
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Gambar 7  Sebaran asimtotik ?̂?𝑛,𝛽(𝑡) pada interval pengamatan [0,25] 
 
Berdasarkan hasil simulasi normalitas terlihat perilaku dari penduga fungsi 
nilai harapan dan fungsi ragam proses Poisson majemuk bahwa semakin lebar 
interval pengamatan [0, 𝑛] maka grafiknya semakin mendekati garis lurus. Hal ini 
menunjukkan bahwa sebaran dari penduga semakin mendekati normal jika 𝑛 
semakin besar. 
 
Simulasi Interval Kepercayaan 
Dengan menggunakan data bangkitan yang berdistribusi Poisson yang 
diamati pada interval waktu pengamatan terbatas, dipilih nilai 𝑎 = 0.5, 𝑏 = 0.1,⁡ 
𝑡 = 2, dan 𝜇 = 2. Dari 𝜇1 = 𝐸(𝑥1) = 2 diperoleh 𝜇2 = 𝐸(𝑥1
2) = 8. Berikut 
disajikan hasil simulasi selang kepercayaan fungsinilai harapan dan fungsi ragam 
untuk interval pengamatan [0,5], [0,15],⁡dan [0,25] dengan taraf nyata 𝛼 sebesar 
1%, 5%, dan 10%.  
  

























5 194 6 97% 3% 2 
15 197 3 98.5% 1.5% 0.5 
25 198 2 99% 1% 0 
5% 
5 185 15 92.5% 7.5% 2.5 
15 187 13 93.5% 6.5% 1.5 
25 190 10 95% 5% 0 
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10% 
5 174 26 87% 13% 3 
15 179 21 89.5% 10.5% 0.5 
25 181 19 90.5% 9.5% 0.5 
 





























5 195 5 97.5% 2.5% 1.5 
15 197 3 98.5% 1.5% 0.5 
25 199 1 99.5% 0.5% 0.5 
5% 
5 188 12 94% 6% 1 
15 191 9 95.5% 4.5% 0.5 
25 192 8 96% 4% 1 
10% 
5 178 22 89% 11% 1 
15 180 20 90% 10% 0 
25 185 15 92.5% 7.5% 2.5 
 
Sebagai ilustrasi diperlihatkan gambar simulasi selang kepercayaan fungsi 
nilai harapan 𝜓(𝑡) dan fungsi ragam 𝑉(𝑡) di titik 𝑡 = 2 untuk 200 penduga 
dengan taraf nyata 𝛼 = 5% dengan 𝑛 = 25. 
 
 
Gambar 8  Selang kepercayaan 𝜓(𝑡) di titik 𝑡 = 2 untuk 𝛼 = 5% dan 𝑛 = 25 
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Gambar 9 Selang kepercayaan 𝑉(𝑡) di titik 𝑡 = 2 untuk 𝛼 = 5% dan 𝑛 = 25 
Hasil simulasi selang kepercayaan fungsi nilai harapan 𝜓(𝑡) menunjukkan 
bahwa persentase selang kepercayaan yang memuat parameter pada titik 𝑡 = 2 
dengan 𝛼⁡= 1%, 5%, dan 10% untuk 𝑛 = 5, 15, dan 25 memiliki kisaran 97.0% −
99.0%, 92.5% − 96.0%, dan 87.0% − 90.5%. Sedangkan hasil simulasi selang 
kepercayaan fungsi ragam 𝑉(𝑡) menunjukkan bahwa persentase selang 
kepercayaan yang memuat parameter pada titik 𝑡 = 2 dengan 𝛼⁡= 1%, 5%, dan 
10% untuk 𝑛 = 5, 15, dan 25 memiliki kisaran 97.5% − 99.5%, 94.0% − 96.0%, 
dan 89.0% − 92.5%. Hasil simulasi selang kepercayaan fungsi nilai harapan 𝜓(𝑡) 
dan fungsi ragam 𝑉(𝑡) proses Poisson majemuk dengan intensitas eksponensial 
fungsi linear dengan taraf nyata yang berbeda sesuai dengan teori yang diperoleh, 
yaitu semakin besar nilai 𝑛, peluang parameter tercakup pada interval 
kepercayaan semakin dekat dengan 1 − 𝛼. 
 
SIMPULAN 
Sebaran asimtotik bagi penduga fungsi nilai harapan ?̂?𝑛,𝛽(𝑡) dan fungsi 



















(exp(𝛽𝑡) − 1)2𝜇4), 
untuk 𝑛 → ∞. Dari sebaran asimtotik   ?̂?𝑛,𝛽(𝑡) dan ?̂?𝑛,𝛽(𝑡), dapat diperoleh 
interval kepercayaan bagi 𝜓(𝑡) dan 𝑉(𝑡), yaitu 
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) ,  
dengan Φ menyatakan fungsi sebaran normal baku. 
 Kekonvergenan peluang bagi 𝜓(𝑡) ∈ 𝐼𝜓,𝑛 dan 𝑉(𝑡) ∈ 𝐼𝑉,𝑛 adalah  
  𝑃(𝜓(𝑡) ∈ 𝐼𝜓,𝑛) → 1 − 𝛼 
dan 
𝑃(𝑉(𝑡) ∈ 𝐼𝑉,𝑛) → 1 − 𝛼,   
untuk 𝑛 → ∞. 
Hasil simulasi adalah sebagai berikut. Semakin lebar interval waktu  
pengamatan, sebaran dari kedua penduga yang dikaji semakin dekat ke sebaran 
normal.  Peluang parameter berada pada selang kepercayaan dengan taraf nyata 
yang berbeda sesuai dengan teori, yaitu semakin besar nilai 𝑛, peluang parameter 
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